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Avviso
Venerd`ı 5 dicembre ore 14 aula 1 esercitazione supplementare
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Date da confermare per la prova orale
• 9 gennaio 2015 ore 9
• 19 gennaio 2015 ore 9
• 9 febbraio 2015 ore 9
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Avviso
Venerd`ı 5 dicembre ore 14 aula 1 esercitazione supplementare
Date da confermare per la prova orale
• 9 gennaio 2015 ore 9
• 19 gennaio 2015 ore 9
• 9 febbraio 2015 ore 9
dopo lo scritto si puo` dare l’orale anche in un appello suc-
cessivo
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Scritti successivi da confermare
• 31 marzo 2015 ore 14
• 29 maggio 2015 ore 14
• 3 luglio 2015 ore 14
• 11 settembre 2015 ore 14
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Materiale preparatorio ulteriore
Suggerisco il sito gestito da Emanuele Callegari
http://www.problemisvolti.it/default.asp
e il suo libro
Quesiti di analisi matematica per la preparazione
automatizzata delle prove scritte
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Cambio di variabile
Sia f : [a, b]→ R una funzione continua. Sia poi ϕ : I → R
una funzione derivabile con derivata prima continua tale che:
• per ogni t ∈ I, ϕ(t) ∈ [a, b];
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Cambio di variabile
Sia f : [a, b]→ R una funzione continua. Sia poi ϕ : I → R
una funzione derivabile con derivata prima continua tale che:
• per ogni t ∈ I, ϕ(t) ∈ [a, b];
• l’equazione ϕ(t) = a ha almeno una soluzione α;
• l’equazione ϕ(t) = b ha almeno una soluzione β.
Si ha allora che:∫ b
a
f(x) dx =
∫ β
α
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt.
7/21 Pi?
22333ML232
Dimostrazione
Fa(x) =
∫ x
a
f(u)du.
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Dimostrazione
Fa(x) =
∫ x
a
f(u)du.
d
dt
(Fa ◦ ϕ) (t) = (Fa ◦ ϕ)′ (t) = F ′a (ϕ(t))ϕ′(t)= f (ϕ(t))ϕ′(t)
Integrando l’ultima uguaglianza fra α e β troviamo:∫ β
α
(Fa ◦ ϕ)′ (t) dt =
∫ β
α
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt.
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Dimostrazione
Fa(x) =
∫ x
a
f(u)du.
d
dt
(Fa ◦ ϕ) (t) = (Fa ◦ ϕ)′ (t) = F ′a (ϕ(t))ϕ′(t)= f (ϕ(t))ϕ′(t)
Integrando l’ultima uguaglianza fra α e β troviamo:∫ β
α
(Fa ◦ ϕ)′ (t) dt =
∫ β
α
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt.
[
(Fa ◦ ϕ) (t)
]t=β
t=α
=
∫ β
α
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt.
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Ricordato che, per costruzione, ϕ(α) = a, ϕ(β) = b si trova:
Fa(b)− Fa(a) =
∫ b
a
f(x) dx =
∫ β
α
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt
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Esercizio
I =
∫ 1
0
√
1− x2 dx
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1− x2, ϕ(t) = sin t.
Per ogni t ∈ R e` ben definita la funzione composta f (ϕ(t)).
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Esercizio
I =
∫ 1
0
√
1− x2 dx
Poniamo f(x) =
√
1− x2, ϕ(t) = sin t.
Per ogni t ∈ R e` ben definita la funzione composta f (ϕ(t)).
Risolviamo le equazioni ϕ(t) = 0 e ϕ(t) = 1. Esse hanno infi-
nite soluzioni: per il teorema del cambio di variabile abbiamo
la massima liberta` di scelta; prendiamo, ad esempio, t = 0 e
t = pi
2
.
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Essendo ϕ′(t) = cos t la formula del cambiamento di variabile
porge:
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Essendo ϕ′(t) = cos t la formula del cambiamento di variabile
porge:
I =
∫ pi
2
0
√
1− sin2 t cos t dt.
Se e` vero che la scelta dei nuovi estremi, quando ci sono
piu` soluzioni e` libera, e` anche vero che, una volta fatta, essa
vincola il seguito del calcolo.
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Essendo ϕ′(t) = cos t la formula del cambiamento di variabile
porge:
I =
∫ pi
2
0
√
1− sin2 t cos t dt.
Se e` vero che la scelta dei nuovi estremi, quando ci sono
piu` soluzioni e` libera, e` anche vero che, una volta fatta, essa
vincola il seguito del calcolo.
La nuova variabile t e` sottoposta alle limitazioni 0 ≤ t ≤ pi
2
allora
√
1− sin2 t = cos t, quindi:
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I =
∫ pi
2
0
cos2 t dt =
[t+ sin t cos t
2
]pi
2
0
=
pi
4
,
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I =
∫ pi
2
0
cos2 t dt =
[t+ sin t cos t
2
]pi
2
0
=
pi
4
,
Per l’arbitrarieta` della scelta degli estremi se, anziche´ scegliere
la radice t = 0 dell’equazione sin t = 0 avessimo preso, ad es-
empio, la radice t = pi avremmo dovuto scrivere
√
1− sin2 t = − cos t
in quanto in
[
pi
2
, pi
]
il coseno ha segno negativo.
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Integrazione di radicali con polinomi di secondo grado
∆ < 0 ad esempio
∫ 1
0
√
x2 + 2x+ 5dx
∫ 1
0
dx√
x2 + 2x+ 5
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∫ 1
0
√
x2 + 2x+ 5dx
∫ 1
0
dx√
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√
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Integrazione di radicali con polinomi di secondo grado
∆ < 0 ad esempio
∫ 1
0
√
x2 + 2x+ 5dx
∫ 1
0
dx√
x2 + 2x+ 5
∆ > 0 ad esempio
∫ 3
1
√
3 + 2x− x2dx
∫ 3
1
dx√
3 + 2x− x2
∆ > 0 ad esempio
∫ 6
5
√
x2 − 4x− 5dx
∫ 6
5
dx√
x2 − 4x− 5
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Esercizio
I =
∫ 1
0
1
(1 + x2)2
dx
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Esercizio
I =
∫ 1
0
1
(1 + x2)2
dx
Poniamo ϕ(t) = tan t. Se x = 0 scegliamo t = 0 e, se x = 1,
prendiamo t = pi
4
. Allora, essendo ϕ′(t) = 1 + tan2 t:
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Poniamo ϕ(t) = tan t. Se x = 0 scegliamo t = 0 e, se x = 1,
prendiamo t = pi
4
. Allora, essendo ϕ′(t) = 1 + tan2 t:
I =
∫ pi
4
0
1 + tan2 t(
1 + tan2 t
)2 dt = ∫ pi4
0
1
1 + tan2 t
dt =
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Esercizio
I =
∫ 1
0
1
(1 + x2)2
dx
Poniamo ϕ(t) = tan t. Se x = 0 scegliamo t = 0 e, se x = 1,
prendiamo t = pi
4
. Allora, essendo ϕ′(t) = 1 + tan2 t:
I =
∫ pi
4
0
1 + tan2 t(
1 + tan2 t
)2 dt = ∫ pi4
0
1
1 + tan2 t
dt =
=
∫ pi
4
0
cos2 t dt =
[t+ sin t cos t
2
]t=pi
4
t=0
=
pi
8
+
1
4
.
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Esercizio ∫ ln 3
ln 2
1
1 + ex
dx
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ln 2
1
1 + ex
dx
Cambio di variabile ex = t ⇐⇒ x = ln t =⇒ dx = 1
t
dt
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Cambio di variabile ex = t ⇐⇒ x = ln t =⇒ dx = 1
t
dt∫ ln 3
ln 2
1
1 + ex
dx =
∫ 3
2
dt
t(1 + t)
=
∫ 3
2
(
1
t
− 1
1 + t
)
dt
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Esercizio ∫ ln 3
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Cambio di variabile ex = t ⇐⇒ x = ln t =⇒ dx = 1
t
dt∫ ln 3
ln 2
1
1 + ex
dx =
∫ 3
2
dt
t(1 + t)
=
∫ 3
2
(
1
t
− 1
1 + t
)
dt
=
[
ln
t
1 + t
]3
2
= ln
9
8
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Esercizio Calcoliamo ∫ x
0
dt√
1 + t2
con la sostituzione 1 + t2 =
1
1− y2
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Esercizio Calcoliamo ∫ x
0
dt√
1 + t2
con la sostituzione 1 + t2 =
1
1− y2
Si ha t =
y√
1− y2 quindi dt =
dy
(1− y2)3/2
Pertanto
∫ x
0
dt√
1 + t2
=
∫ x√
1+x2
0
dy
1− y2
Ma essendo
1
1− y2 =
1
2
(
1
1 + y
+
1
1− y
)
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si ha
∫
dy
1− y2 =
1
2
ln
(
1 + y
1− y
)
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si ha
∫
dy
1− y2 =
1
2
ln
(
1 + y
1− y
)
Conclusione∫ x
0
dt√
1 + t2
=
∫ x√
1+x2
0
dy
1− y2 =
[
1
2
ln
(
1 + y
1− y
)]y= x√
1+x2
y=0
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si ha
∫
dy
1− y2 =
1
2
ln
(
1 + y
1− y
)
Conclusione∫ x
0
dt√
1 + t2
=
∫ x√
1+x2
0
dy
1− y2 =
[
1
2
ln
(
1 + y
1− y
)]y= x√
1+x2
y=0
∫ x
0
dt√
1 + t2
=
1
2
ln
(√
x2 + 1 + x√
x2 + 1− x
)
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si ha
∫
dy
1− y2 =
1
2
ln
(
1 + y
1− y
)
Conclusione∫ x
0
dt√
1 + t2
=
∫ x√
1+x2
0
dy
1− y2 =
[
1
2
ln
(
1 + y
1− y
)]y= x√
1+x2
y=0
∫ x
0
dt√
1 + t2
=
1
2
ln
(√
x2 + 1 + x√
x2 + 1− x
)
razionalizzando si trova∫ x
0
dt√
1 + t2
= ln
(
x+
√
1 + x2
)
= arcsinhx
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Integrazione di funzioni razionali
∫ b
a
1
x2 + px+ q
dx (I1)
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∆ < 0 ad esempio
∫ 1
0
1
x2 + 2x+ 5
dx
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(x+ 1)2 + 4
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∆ < 0 ad esempio
∫ 1
0
1
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1
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=
1
(x+ 1)2 + 4
=
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∆ < 0 ad esempio
∫ 1
0
1
x2 + 2x+ 5
dx
1
x2 + 2x+ 5
=
1
x2 + 2x+ 1 + 4
=
1
(x+ 1)2 + 4
=
1
4
1(
x+1
2
)2
+ 1
cambio di variabile
u =
x+ 1
2
⇐⇒ x = 2u− 1 =⇒ dx = 2du
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∫ 1
0
1
x2 + 2x+ 5
dx =
1
4
∫ 1
0
dx(
x+1
2
)2
+ 1
=
1
2
∫ 1
1
2
du
1 + u2
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∫ 1
0
1
x2 + 2x+ 5
dx =
1
4
∫ 1
0
dx(
x+1
2
)2
+ 1
=
1
2
∫ 1
1
2
du
1 + u2
conclusione∫ 1
0
1
x2 + 2x+ 5
dx =
1
2
[
arctanu
]1
1
2
=
1
2
[pi
4
− arctan 1
2
]
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∆ > 0 ad esempio
∫ 1
0
1
x2 + 2x− 8dx
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∆ > 0 ad esempio
∫ 1
0
1
x2 + 2x− 8dx
Si procede analogamente partendo dal fatto che
x2 + 2x− 8 = (x+ 1)2 − 9 = 9
[(
x+ 1
3
)2
− 1
]
